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1. ISOTROPE BRUD- OG FLYDEBETINGELSER

For plastiske materialer er en flydebetingelse et ret centralt begreb. En flydebetingelse
skal her angives som en skaleer funktion af speendingstensoren, en flydefunktion f(a),

der antager veerdien nul, dvs.

flg)=0 (1.1)

Nér flydebetingelsen (1.1) er opfylds, vil der forekomme plastiske, dvs. blivende, tgj-
ningseendringer. Nar det materiale, der skal beskrives, er et isotropt materiale, skal den
skaleere funktion vaere en funktion af speendingstensorens hovedinvarianter I, IT, II1,
eller hovedspaendingerne o1, 09,03 eller tilsvarende. Her er

Iy =01+ 03+ 03
Il, = 0109 + 0903 + 0303 (1.2)

IIIU = 010203

og som tilsvarende kan man f.eks. benytte
Io =01 +02+03
I,2» =02 + 02 + o2 (1.3)
Is =0} +03 408
For anisotrope materialer bliver flydefunktionen en funktion af flere end 3 skalzere ar-
gumenter.

Da isotrope flydefunktioner er funktioner af netop 3 parametre kan isotrope flydebetin-
gelser afbildes som flader i et 3-dimensionalt rum, mens anisotrope flydebetingelser m&
afbildes som hyperflader i flerdimensionale hyperrum. Et eksempel pa en flydeflade i
hovedspeendingsrummet (Haigh og Westergaard) er vist i figur 1.1. Nogle snit i fladen
er vist 1 figur 1.2.

Figur 1.1




hvor de viste akser ¢1, g2 og g3 fremkommer ved transformationen
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Figur 1.2

Den tredie hovedinvariant 111, = oj0303 er af tredie grad, hvilket ggr anvendelsen af

flydefunktioner, der omfatter alle tre hovedinvarianter, ret besveerlig. Kun funktioner
af invarianterne I, og II, alene skal derfor behandles her.

En generel flydebetingelse af anden grad kan skrives

f=1/CT-1II,/S* +(C-T)I,/CT -1=0 (1.5)

hvor C' er den enaksede trykstyrke, T' er den enaksede trackstyrke og S er forskydnings-
styrken. Udtrykt ved speendingskomponenterne i et vilkérligt z,y, z-koordinatsystem
bliver flydebetingelsen

f = (Uzz + Oyy +Ozz)2/CT - (UEIny + OyyOzz + Uzzgzx)/52
+ (agy + asz + ng)/SZ +(C — T)(Um + oy + O'zz)/CT— 1=0 (1.6)

Med C' =T og 5? = C?/3 fas von Mises’ flydebetingelse og med 352(C + T)% = 4C2T?

fas Drucker-Prager betingelsen.

I ¢1,42,gs-systemet har man

F=2(35"=CT)g; + CT(& + ¢2) +2V3(C —T)S%¢; — 2CTS2 = 0 (1.7)
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som skeerer ¢i, ¢o-planen i en cirkel med radius /25, altsd en omdrejningsflade med
g3-aksen som omdrejningsakse. von Mises’ flydebetingelse og Drucker-Pragers flydebe-
tingelse er vist 1 figur 1.3.

q, Vg,

von Mises

V

ql ql

Drucker—Prager

Figur 1.3

Nar man ser bort fra speendingstensorens tredie hovedinvariant og saetter
p= IO'/3 = (Uzz +0'yy +Uzz)/3 »
¢ =12 311, = (18}
= ((UME o Uyy)z + (ayy - 022)2 + (022 - Uzz)z)/2 + 3(092:3/ + UZz + UZz)

hvor bade p og ¢ har dimension af speending, kan flydebetingelsen (1.5) skrives
f=3((38* —=CT)p* + S*(C — T)p) + CT¢*/3 — CTS? =0 (1.9)
I et p, g-koordinatsystem bliver von Mises’ flydebetingelse

¢ =T? (1.10)

og Drucker-Pragers flydebetingelse bliver
(C+T)%¢ = (3(C — T)p—2CT) (1.11)




De afbildes i p, g-planen, som vist i figur 1.4

19
P
von Mises
q
P

Drucker—Prager
Figur 1.4

For jord benyttes foruden Coulombs brudbetingelse, som ikke skal omtales her, blandt
andet Drucker-Prager betingelsen og betingelsen

fF=+M*(p+po/2)* — M?pi/a=0 (1.12)

som afbildes i den i figur 1.5 viste ellipse.

|
0[BT
Eas

Figur 1.5

Betingelsen (1.12) er konstrueret, s& den enaksede treekstyrke og dermed forskydnings-
styrken altid er nul, og betingelsen kommer derfor ikke ind under formatet (1.5).
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2. DEFORMATIONSHARDNING

Adskillige plastiske materialer udviser deformationsherdning, dvs. der skal som vist i
figur 2.1 stadig stgrre spzendinger til at fremkalde plastiske tgjningssendringer. I stedet

\°

Vo

Figur 2.1

for en flydebetingelse f(g) = 0 som er en funktion af speendingstensoren alene, benyttes

nu en flydebetingelse

Flo, k) =0 (2.1)

~ 7~

som udover at veere en funktion af speendingstensoren o ogsd er en funktion af en

herdningsparameter k. Denne heerdningsparameter kan f.eks. veere en funktion af den

Figur 2.2

/Zg{
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plastiske tgjning ¢. Figur 2.2 viser i et o,e-diagram en deformationsproces, hvor ma-

terialet fgres fra ubelastet tilstand i punkt O til treekflydning i punkt A, videre under
udvikling af plastiske tgjninger til punkt B, hvorfra der aflastes. Under aflastningen
er de plastiske tgjningseendringer nul, og fgrst nar speendingen nar en veerdi svarende
til punkt C, vil der igen udvikles plastiske tgjningseendringer, denne gang svarende til
trykflydning. Svarende til den plastiske tgjning ¢ = OP betegnes flydespaendingerne i
henholdsvis treek og tryk med Tp og C'p og flydebetingelsen kan i dette endimensionale
tilfeelde skrives

f=(—=Tp)o+Cp)=0*>+(Cp—Tp)o —CpTp =0 (2.2)

Hvordan Tp og Cp afheenger af den plastiske tgjning e via hezerdningsparameteren x,
beskrives ved hjeelp af herdningsregler. Nogle simple eksempler knyttet til den initiale
flydebetingelse

f=o0?—T?=0 (2.3)

svarende til Ty = Cy = T, skal herefter gennemgas.

Erstatter man i flydebetingelsen (2.3) 7% med % har man flydebetingelsen
f=02—k2=0 (2.4)

som sammen med heerdningsreglen

k=T He (2.5)

hvor H er en konstant, giver deformationsprocessen vist i figur 2.3

'
/_E’
g
T 7 |
0 P -

Figur 2.3
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Denne form for heerdning kaldes isotrop herdning, og man har flydespsendingerne

Tp =Cp =T+ He (2.6)

Erstatter man i stedet i flydebetingelsen (2.3) 0% med (0 —&)?2, har man flydebetingelsen
f=(@=k?*-T=0 (2.7)
som sammen med haerdningsreglen
k= Ke (2.8)
hvor K er en konstant, giver deformationsprocessen vist i figur 2.4.
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i

Figur 2.4

Denne form for heerning kaldes kinematisk herdning, og man har flydespeendingerne

Tp =T + Ke

(2.9)
Cp =T—- Ke

Kinematisk heerdning kan beskrive det faeenomen, at den aktuelle trykflydespeending C'p
er mindre end den initiale trykflydespeending C' = T, den sdkaldte Bauschingereffekt,
et feenomen som isotrop heerdning ikke kan beskrive.

Det todimensionale tilfzelde kan f.eks. illustreres ved den initiale flydebetingelse

f=02,+302,-T*=0 (2.10)

der med & 1 stedet for T bliver

f=02,+302,—k*=0 (2.11)

som sammen med heerdningsreglen .




k=T+ He (2.12)
afbildes i de i figur 2.5 viste flydeflader

| =y

I
// T T+Ke _Ozy

V

Figur 2.5

Med (020 — Kgz) 08 (0uy — Kzy) i stedet for henholdsvis o, og 0zy 1 (2.10) bliver
flydebetingelsen

f=(02z — kzz)? +3(00y — kzy)2 — T2 =0 (2.13)

som sammen med heerdningsreglerne

Rzg = I{ngrzr
’ (2.14)

afbildes 1 de i figur 2.6 viste flydeflader

Figur 2.6 Kinematisk heerdning
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3. FLYDELOVEN

Det antages, at de plastiske tgjningstilveekster de kan bestemmes af flydeloven

de = dpudg/0a (4.1)

hvor g(g, k) er det plastiske potentiale, der ligesom flydefunktionen f er en funktion af

speendingstensoren ¢ og heerdningsparameteren &,

9=9(g,k) (3.2)

~7 o~

og du er en skaleringsfaktor.

Med

(3.3)

hvor a er en monotont voksende evolutionsparameter, og hvor ¢ kaldes den plastiske

tgjningsaendring, kan flydeloven skrives

£ = A9y/0g (3-4)

For materialer, hvor man kan bruge flydefunktionen som plastisk potentiale, ¢ = f,

kaldes
£ = \0f/0g (3.5)

den associerede flydelov eller, da 0f/0g er normal til fladen f = 0 for fastholdt K,
normalitetsbetingelsen.
For isotrope materialer med det plastiske potentiale givet som en funktion af spaendings-

tensorens hovedinvarianter I,,II, og III, bestemmes den plastiske tgjningsesendring
ved

. [ 8901, 8g OII, &g OIII,

£ =209/0g = (8[0 dg ' BII, 8o ' OIII, Og {94
Da man har

0l,/00 = I

0II,/0g = I,] — o7 (3.7)

OIII, /8, = II,I — I,oT + (¢7)* = III,0~7
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€ =A(I089/0I,+ (I,I — g)0g/OII,+

+ (IL.] = Lig + ¢*)8g/0I11,) (3.8)

Benyttes for eksempel flydebetingelsen (1.5) som plastisk potentiale dvs.

g=1I2/CT—1II,/S?+(C -T)I,/CT -1 (3.9)

og dermed
8981, = (81, + € — T)/CT
dg/0II, = —1/5? (3.10)
0g/0III, =0

bliver den plastiske tgjningseendring

¢ =ML +C - T)I/CT — (1,1 - 9)/5%) (3.11)

Den relative volumenzndring (dv — dV')/dV er lig med fgrste tgjningsinvariant

(dvo—dV)/dV =1 =1:¢ (3.12)

Den relative volumenzndringshastighed bliver derfor fgrste tgjningseendringsinvariant
I:. For et Drucker-Prager materiale (35%(C + T)? = 4C?T?) finder man

I = NC - T)(2CT - (C - T)I,) /4C*T* = X' (2CT — (C — T)I,) (3.13)

og for et von Mises materiale (C'=T , 5% = C?/3) bliver

I: =0 ' (3.14)

4. KONSISTENSBETINGELSEN

Nar det for en veerdi af evolutionsparameteren o geaelder, at flydebetingelsen er opfyldt,
f =0, er der tre muligheder, ndr « zendres til o + do. Ved fortsat flydning geelder
stadigvaek f = 0 og dermed konsistensbetingelsen

do dk
o _o5 % o U _
da_ag'da_l—a@'da_o ()
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Antages heerdningsparameteren £ f.eks. at veere en funktion af den plastiske tgjning g

alene har man

dk ds de dk - @

og med
,_of %
90 " da
(4.3)
)
- O de0g
kan konsistensbetingelsen skrives
l—Ah=0 | (4.4)

hvoraf A og dermed ¢ kan bestemmes, nar h er forskellig fra nul.

h = 0 forekommer nér 0f/0x = 0, ideal plasticitet, og A er ubestemt med mindre
processen er beskrevet ved tgjningseendringerne €.

Den anden mulighed ved sendringen fra a til @ + da er, at det stadig geelder at flyde-
betingelsen er opfyldt, f = 0, men heerdningsparameteren k& zendres ikke, dx/da = 0,

hvilket medfgrer A = 0 og dermed ! = 0, da konsistensbetingelsen stadigveek er opfyldst.
Yderligere ses det af (4.2), at A og dermed ¢ m4 veere nul, nar dk/da skal veere nul.

Dette er en fglge af antagelsen om, at heerdningsparameteren k er en funktion af den

plastiske tgjning € alene.
Hvis der skal ske plastiske tgjningseendringer uden at k sendres, ma heerdningsparame-
teren veere en funktion af andet end den plastiske tgjning alene.

Endelig er der den tredie mulighed, at df /da < 0 hvorefter f < 0, dvs. flydebetingelsen
er ikke leengere opfyldt, og de plastiske tgjningssendringer er nul, £ =0.

De tre belastningstilfeelde betegnes henholdsvis palastning, neutral belastning og aflast-
ning.

;=0 [>0 h#0 E#0 palastning
f=0 =0 h=0 (€=0) neutral belastning
;=0 <0 h=0 eE=0 aflastning

Tabel 4.1
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I tabel 4.1 er de tre tilfeelde resumeret sammen med en angivelse af om funktionerne
I, h og d er lig med eller forskellig fra nul, og i figur 4.1 er o, e-sammenhzengen vist i det
enaksede tilfzelde

\°

palastning

N neutral belastning

aflastning

Ve

Figur 4.1

5. EN ELASTOPLASTISK MATERIALEMODEL

Den symbolske model i figur 5.1 bestar af et elastisk element anbragt i serie med et pla-

L—O—W 4
ge eP
¥ + A
J7a 8 v
4 A
Figur 5.1

stisk element. For denne model gnskes sammenhzenge mellem speendingszendringerne

o =do/da (5.1)
og t@jningsendringerne

£ = de/da (5.2)

Af figuren fremgér, at den totale tgjning ¢ er lig med summen af den elastiske tgjning

¢ og den plastiske tgjning e?

€=¢"4¢f (5.3)
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mens spzendingen i sdvel det elastiske element som i det plastiske element er lig med
den totale spaending

g=0°= P (5.4)

Det elastiske element forudsaettes at veere lineserelastisk

5.5)
ef=5:¢" (
hvor C' er stivhedstensoren og S er fleksibilitetstensoren.
Fgrst skal tgjningseendringerne udtrykkes ved speendingszendringerne. Man har
E=E°4¢P (5.6)
hvor
. (57)
og
P = A\yg/8g (5.8)
Af konsistensbetingelsen (4.4), | — A\h = 0 fas
A=1/h (5.9)
hvor
L0
= o
(5.10)
L
~ Or 9 0g
dvs.

o 109 _10g (8_f> (511)
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s& den totale tgjningszendring bliver
19g 0
é = <S+——g—f> LG (5.12)

Denne relation kan skrives

E=57:5 (5.13)

~

hvor den elastoplastiske fleksibilitetstensor S er givet ved parentesen i (5.12)

Herefter skal speendingseendringerne udtrykkes ved tgjningszendringerne. I den konsti-
tutive ligning ¢ = C : £° indseettes den elastiske tgjning som differensen mellem den

totale og den plastiske tgjning, dvs.

¢=C:£°=C:(6—£7)=C: (¢ —Ndg/da) ‘ (5.14)

~ ~ ~

Konsistensbetingelsen er

Ok
ﬁ:'a—f:d—}—a—f: — : ¢P
da  Og ~ Ok OeP =~
_8F . [:_ 19 _
_g.c(g— ag)—hA_o (5.15)

hvor h er bestemt ved (5.10). Af (5.15) fas

—g—(’;:g:e
A= - 5.16
R o
som indsat i (5.14) giver
. 89 8f .
0412t g
o= |C-— - € 5.17
~ ~ h+g§:g:gg (5:17)

der kan skrives

og=C?:¢ (5.18)

~
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hvor den elastoplastiske stivhedstensor C°? er givet ved parentesen i (5.17).

Relationerne (5.13) og (5.18) geelder ved palastning og neutral belastning. Ved aflastning
og for f < 0 er forholdene rent elastiske og (5.5) geelder.

Anvendelse af ovenstaende formelapparat kreever kendskab til fglgende

1. elasticitetstensoren C' eller §
2. flydefunktionen f(g, &)
3. det plastiske potentiale g(g, k)

4. heerdningsreglen £(¢)




